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Resumen Dado un grafo conexo y no dirigido G = (V, FE) y un limi-
te entero positivo b, el problema del Vertex Separator (VS) consiste en
encontrar el conjunto de vértices C, que eliminado divide G en com-
ponentes aisladas A, B, donde max(|A|,|B|) < b. Este es un problema
de optimizacién NP-completo y puede ser utilizado en un amplio rango
de aplicaciones. Por ejemplo, en redes de telecomunicaciones un separa-
dor determina la capacidad y fragilidad de la red. En el campo de los
algoritmos para grafos, el cdlculo de pequenos separadores balanceados
es muy util, especialmente en los algoritmos del tipo divide y venceras.
Este trabajo presenta un nuevo algoritmo heuristico basado en el méto-
do Variable Neighborhood Search (VNS) para el cdlculo de separadores.
El método es comparado con el estado del arte (dos procedimientos de
ramificacién y poda recientes). Los resultados muestran que el método
obtiene la solucién 6ptima en todas las instancias pequenas y medianas,
y obtiene buenos resultados en instancias grandes. Aunque los métodos
anteriores aseguran encontrar la solucién éptima, tienen un tiempo de
ejecucién mucho mayor que el método presentado (aunque éste no ase-
gura que la solucién obtenida sea la éptima).

Keywords: Optimizacién combinatoria, Metaheuristicas, VNS, Separa-
dores de grafos

1. Introduccién

Se define un grafo G = (V, E') mediante su conjunto de vértices V' y de aristas
E. Sea c;j el coste asociado con cada vértice j € V. Un separador en G se define
como un subconjunto de vértices o aristas que al ser eliminados convierten el
grafo en inconexo. Los separadores también son conocidos por otros nombres,
incluyendo bisectores, bifurcadores, cortes balanceados y particiones.

Este trabajo se centra en el problema del Vertex Separator (VS), que consiste
en encontrar una particiéon de V en tres conjuntos no vacios A, By C, tal que no
existe ninguna arista entre A y B, el tamano de ambos conjuntos esta limitado
por un entero positivo b (normalmente representado como una funcién de |V]),
y que minimiza la suma de los pesos de los vértices en C.

Dado un grafo G = (V, E), una solucién x para el problema del VS puede
representarse como tres conjuntos A, B, y C' tales que AUBUC =V y ANB =
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ANC = BNC = 0. Por lo tanto, el valor de la funcién objetivo, Sep, de una

solucién, x = {4, B, C}, se define como Sep(z,G) = 3 ¢;. Asi, el problema de
jec

optimizacion puede ser formulado del siguiente modo:

min Y ¢;
JjeEC
s.t.
max {|A], B[} <b

Vic ANVj € B,(i,j) ¢ E

Noétese que el problema del VS es completamente equivalente a maximizar la
suma de los pesos de los vértices en A 'y B (ver por ejemplo [2]).

La Figura 1.(a) muestra un ejemplo de un grafo G con cinco vértices y seis
aristas. La Figura 1.(b) representa una posible solucién, donde los conjuntos
A, B, y C estan delimitados mediante una linea discontinua. Si se asume, por
simplicidad, que cada vértice tiene coste 1, el valor de esta solucion es 1 ya que
s6lo hay un vértice en el conjunto C.

(@)
Figura 1. Ejemplo de un grafo (a) y una posible solucién para el Vertex Separator (b)

Este problema de optimizacién fue originalmente presentado en [4] para el
diseno de VLSI. Sin embargo, encontrar separadores balanceados y de pequeiio
tamano es importante en muchos contextos. Por ejemplo, en redes de teleco-
municaciones ([15], [13]). En el campo de la algoritmia para grafos, el calculo
de separadores balanceados de pequeno tamano es muy util, especialmente en
los algoritmos del tipo divide y vencerds ([17]). En bioinformatica y biologia
computacional, se utilizan para simplificar la representacion de las proteinas.

Encontrar el separador minimo de un grafo general es un problema NP-
completo [5]. Por lo tanto, los métodos exactos solo resuelven instancias de ta-
mafio moderado. En concreto, Souza and Balas [2] propusieron una formulacién
de programacién entera mixta, investigaron el politopo del VS y la envolvente
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convexa de los vectores incidentes de los separadores. Este estudio tedrico fue
posteriormente incluido en un procedimiento de ramificaciéon y poda. Los resul-
tados computacionales mostraron que el método exacto encontraba el 6ptimo
para instancias con tamanos comprendidos entre 50 y 150 en un tiempo de eje-
cucién moderado. Biha and Meurs [7] introdujeron nuevas restricciones validas
y un limite inferior simple. Los experimentos mostraron que el nuevo método
exacto resolvia de manera éptima todas las instancias propuestas por Balas and
Souza [23] en menos tiempo. Por lo tanto, este método aparece como el estado
del arte con respecto a los métodos exactos.

Muchos de los trabajos previos en el problema del VS estan basados en el
disefio de algoritmos de aproximacién [16], mientras que otros aproximan la
solucién al VS mediante la solucién del problema del Edge Separator [14,1,9,10].
En la literatura, hasta donde sabemos, solo existe un método heuristico [23], con
el objetivo de encontrar soluciones factibles para el procedimiento de ramificacion
y poda, utilizando una relajacion lineal del problema.

En este trabajo se propone un método basado en Variable Neighborhood
Search (VNS) [11] para el problema del Vertex Separator. Esta metaheuristica
ha sido aplicada satisfactoriamente en un gran nimero de problemas de opti-
mizacién. Por ejemplo en [21,8,18,22,20]. Concretamente se utiliza la variante
Reduced Variable Neighborhood Search (RVNS) para disefiar un procedimiento
de resolucion eficiente y efectivo para el problema del VS. La Seccion 2 presenta
el procedimiento constructivo disenado. La Seccién 3 describe un nuevo procedi-
miento shake, disenado para balancear la intensificacién y la diversificacién. La
Seccién 4 describe el procedimiento VNS en si mismo, y cémo utiliza el construc-
tivo y el método de shake. La Seccién 5 muestra una extensa experimentacién
para validar el algoritmo propuesto comparando su rendimiento y tiempo de
ejecucion con los métodos del estado del arte. Por 1ltimo, la Seccién 6 resume
las principales conclusiones de la investigacién.

2. Procedimiento constructivo

Los 4rboles de nivel (ver [6]) son procedimientos constructivos basados en
la particién de los vértices de un grafo en diferentes niveles, Ly, ..., Ls, de tal
manera que los extremos de cada arista en el grafo estén en el mismo nivel
L; o en dos niveles consecutivos, L; v L;+1. Esta estructura de nivel garantiza
que los vértices en niveles no consecutivos no son adyacentes. El procedimiento
constructivo genera la estructura de nivel usando un método de buisqueda en
anchura. Este algoritmo recibe como parametro de entrada un vértice v y se
construye un arbol de expansién con raiz en v. Por lo tanto, si un grafo tiene
|V'| vértices, se construirdn |V drboles de expansién diferentes.

El Algoritmo 1 muestra el pseudocddigo del procedimiento constructivo. En
concreto, recibe como parametro de entrada el arbol de expansion Ty devuelve
una solucion factible para el problema del VS. El algoritmo comienza identifican-
do el conjunto de niveles del drbol (paso 2). Después se inicializa un conjunto de
variables auxiliares (pasos 3 al 7). El algoritmo intenta alternativamente asignar
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un nivel del arbol a cada conjunto. Concretamente, el nivel L; es asignado a
Ay el nivel Ly es asignado a B. Si ningin conjunto estd lleno, se realiza otra
iteracién asignando Lo y Ls—1 a A y B, respectivamente (ver pasos 9 al 24).
Esta l6gica se mantiene hasta que se alcanza el nivel medio del drbol (|s/2])
o uno de los subconjuntos estd lleno (comprobar pasos 9 y 16). Si ni A ni B
alcanza el maximo de su capacidad, el nivel critico serd |s/2|. En otro caso, el
nivel critico serd aquel en el que se llen6 uno de los niveles (ver pasos 13 y 20).
En el momento que un conjunto estd lleno, los niveles restantes, menos el critico,
se introducen en el otro conjunto.

Algoritmo 1 Pseudocddigo del procedimiento constructivo

1: procedure Constructivo(7’)
2 T ={Li,Lo,... L.}
3: limite + |s/2]
4: i1
5: J 4+ s
6: llenoA <+ false
7: llenoB < false
8: while (i < limite) or (j > limite) do
9: if (|A]+ |Li| < b) and not llenoA then
10: A+ AU Ll
11:  else
12: llenoA <+ true
13: critico <— 1
14: limite <~ i+ 1
15: end if
16:  if (|B|+|Lj| < b) and not llenoB then
17: B+ BUL;
18:  else
19: llenoB <+ true
20: critico <— j
21: limite < j — 1
22:  end if

23: 14— 1+1

24: g1

25: end while

26: for all v € Leritico do

27 N@w) —»>{ueV:(u,v)eE}
28:  Na(v) > Nw)NA

29: Np(v) = N(w)NB

30:  if [Na(v)| = 0 then

31: B — BU{v}

32:  elseif |[Ng(v) =0 then
33: A— AU {v}

34:  else

35: C — CuU{v}

36:  end if

37: end for
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Los elementos pertenecientes al nivel critico son tratados en los pasos del
26 al 37. En concreto, para cada vértice, se comprueba si tiene adyacentes en
A o B (pasos 28 y 29). Si el vértice correspondiente no tiene adyacentes en A,
serd asignado a B o viceversa (pasos 30 al 33). Finalmente, si el vértice tiene
adyacentes en A y B sera asignado a C.

3. Método Shake

Hay varios problemas de optimizacién donde la estructura de la solucién
apenas permite el disefio de una busqueda local eficiente. Este es el caso del
problema del VS. En concreto, una solucién x estd definida por tres subconjuntos
disjuntos A, B, y C. Los movimientos en esa solucién pueden ser muy complejos.
Por ejemplo, eliminando un vértice en A (simétricamente en B) e insertandolo
en B (simétricamente en A) la funcién objetivo no varfa. En la misma linea,
eliminando vértices de A o B e insertandolos en C' la funcién objetivo empeora.
Finalmente, casi nunca es posible eliminar un vértice de C' e insertarlo en A o B
porque la solucién obtenida es infactible. La mayoria de algoritmos VNS utilizan
el método shake para salir de un éptimo local mediante perturbaciones aleatorias
de la solucién. Sin embargo, en este caso es necesario incluir una componente
intensificadora para reducir la aleatoriedad del método.

La funcién shake propuesta en este trabajo, Shake(z,k) se muestra en el
Algoritmo 2. En primer lugar identifica los tres conjuntos disjuntos A, B, y C
(paso 2). Después, se identifica el conjunto de k vértices (llamado Cand) el cual
serd perturbado. Para diversificar la biisqueda, estos vértices son seleccionados
de AU B de manera aleatoria (paso 3). A continuacién, el método genera una
solucién parcial eliminando los vértices k seleccionados (pasos 4 y 5). En esa
solucion parcial, se intenta reducir la funciéon objetivo eliminando elementos
de C e insertdndolos en A o B (fase de intensificacién). Primero se prueba si
eliminando un elemento de C' e insertdndolo en A (paso 7) o B (paso 8) la
solucién es factible. Se utiliza la funcién Factible (A U {c}),]a cual devuelve
true si al insertar el elemento ¢ no se sobrepasa el limite b (es decir, AU{c} < b)
y Np(c) = 0. La funcién Factible (B U {c}) es completamente simétrica.

La insercién de un elemento en A o B se puede separar en tres casos dife-
rentes (pasos 9 al 19). Si es posible insertar el elemento en ambos conjuntos, se
insertara en el conjunto con menor cardinalidad para asegurar la similitud de ta-
manos entre conjuntos (pasos 10 al 14). En otro caso, el elemento se insertard en
el tinico conjunto que genera una solucién factible (pasos 15 al 19).

Por 1ltimo, el procedimiento shake termina insertando los k elementos elimi-
nados, primero, en A o B (de nuevo, manteniendo el tamano de los conjuntos lo
més similar posible). Cuando esto no sea posible, el elemento finalmente serd in-
sertado en C ( ver pasos 21 al 37).
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Algoritmo 2 Pseudocodigo del método shake
1: procedure Shake(z, k)

2: z={A,B,C}

3: Cand < SeleccionAleatoria(A U B, k)

4: A+ A\ Cand

5. B+ B\ Cand

6: for all c € C do

7:  feasA < Factible(A U {c})

8:  feasB < Factible(B U {c})

if (feasA and feasB) then
10: if ((JA| < |B])) then
11: A+ Au{c}
12: else
13: B+ BU{c}
14: end if
15:  else if feasA then
16: A<+ AU{c}
17:  else if feasB then
18: B+ BU{c}
19:  end if
20: end for

21: for all ¢ € Cand do

22:  feasA < Factible(A U {c})
23:  feasB < Factible(B U {c})
24:  if (feasA and feasB) then

25: if ((JA| < |B|)) then
26: A+ AU {c}
27: else

28: B+ BU{c}
29: end if

30: elseif feasA then
31: A+ AUu{c}

32:  elseif feasB then
33: B+ BU{c}

34:  else

35: C+ CUA{c}

36: end if

37: end for

4. Busqueda de vecindad variable reducida

La busqueda de vecindad variable reducida (Variable Neighborhood Search,
(VNS)) es una metodologia para resolver problemas de optimizacién basada en
el cambio de estructuras de vecindad. En los ultimos anios, se han propuesto una
gran cantidad de variantes para el método del VNS. En [11,12] se presentan dos
completas revisiones de la metodologia.

Sea Nj con 1 < k < kjqe un conjunto finito de estructuras de vecindades
preseleccionadas, donde N (z) es el conjunto de soluciones vecinas de z en la
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k-esima vecindad. Cuando se soluciona un problema de optimizacién mediante el
uso de estructuras de vecindad, el método VNS propone tres métodos diferentes
para su exploracién: (i) aleatorio, (ii) determinista, o (iii) mixto, el cual mezcla (i)
y (ii). Este trabajo se centra en la variante RVNS, que consiste en la exploracién
(generacién) de soluciones aleatorias en cada vecindad Nj. Esta variante no
considera la aplicacién de un procedimiento de busqueda local. De hecho, los
valores de las soluciones generadas son directamente comparados con el valor de
la solucién correspondiente, actualizando la mejor solucién en caso de mejora.

Algoritmo 3 Pseudocédigo del RVNS

1: procedure RVNS(kmax, tmaz)

2: repeat

3 x < Constructivo()

4 k+1

5: repeat

6 2’ « Shake(w, k)

7 if Sep(z’, G) < Sep(z,G) then
8

: T a
9: k<+1
10: else
11: k+—k+1
12: end if

13: until £ = knmaz
14:  t + TiempoCPU()
15: until ¢ > tmae

16: end RVNS

El pseudocddigo del RVNS se muestra en el Algoritmo 3. Tiene dos argumen-
tos de entrada: la vecindad predefinida mas grande (kpqz) y €l mdximo tiempo
de ejecucién (¢maz)- El procedimiento comienza construyendo una solucién facti-
ble (paso 3), utilizando el método descrito en la Seccién 2. El RVNS comienza la
busqueda en la primera estructura de vecindad (paso 4). Después, la solucién es
perturbada utilizando la funcién Shake en el paso 6, obteniendo una nueva solu-
cién o’ (ver Seccién 3). En el paso 7, se decide si el RVNS realiza un movimiento
(lo que implica que 2’ es mejor que x) o no. Si es asi, la solucién es actualizada
(paso 8) y el método vuelve a la primera vecindad (paso 9). En otro caso, (es
decir, 2’ es peor que x) el RVNS explora una vecindad mayor incrementando
k (paso 11). Los pasos 6 y 12 son repetidos hasta que se alcanza k,q.. Este
pardmetro determina el niimero maximo de vecindades diferentes a explorar en
la iteracion actual cuando no hay mejora en la solucion. Por tltimo, se repiten
los pasos del 3 al 14 hasta que se alcanza t,,,4,, comenzando cada iteracién desde
la construccion de una nueva solucion.

Para diversificar la bisqueda el RVNS se ejecuta |V| iteraciones indepen-
dientes. Especificamente, se considera en cada iteracion un arbol de expansién
construido con un algoritmo de busqueda en profundidad. El método completo
devuelve la mejor solucién encontrada.
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5. Experimentos computacionales

Estéd seccién muestra los experimentos realizados para evaluar la eficiencia
del RVNS propuesto para solucionar el problema del VS. El algoritmo ha sido
implementado en Java SE 6. Se han considerado cuatro conjuntos de instancias
utilizadas previamente en este problema.

Las instancias DIMACS provienen del reto DIMACS en coloreado de grafos.
Los grafos incluidos en este conjunto no tienen mas de 150 vértices, con excepcién
de la instancia myciel7 que tienen 191 vértices. La segunda clase de instancias
deriva de los grafos del Matriz Market (grafos MM para abreviar). Esta coleccién
estd compuesta por un conjunto de matrices de prueba estandar M = M,,
derivadas de problemas en sistemas lineales, minimos cuadrados y calculo de
autovalores de una amplia variedad de disciplinas cientificas e ingenieriles. Los
grafos derivan de estas matrices considerando una arista (u, v) por cada elemento
M, = 0. Se utilizan tres categorias de grafos MM. La primera, llamada MM-
I, corresponde a todas las matrices con entre 20 y 100 columnas. La segunda,
llamada MM-II, fue obtenida de las matrices cuyo niimero de columnas esta entre
100 y 200. La tercera categoria de instancias, denotada MM-HD, solo contiene
grafos con al menos una densidad del 35 %.

Los resultados del RVNS son comparados con los obtenidos por De Souza y
Balas [23] (Pentium 4 a 2.5 GHz y 2 GB de RAM) y Biha y Meurs [7] (Pentium
M740 a 1.73 Ghz y 1 GB de RAM). En nuestra opinién, el rendimiento de los
ordenadores donde se ejecutaron los algoritmos no difiere demasiado. El algorit-
mo propuesto se ha ejecutado en un Intel Core 2 Duo T6400 a 2GHz y 3 GB de
memoria RAM.

La Tabla 1 muestra los resultados experimentales. Cada linea se corresponde
a uno de los conjuntos de instancias. La primera columna contiene el nombre del
conjunto de instancias (Instancias) seguido, entre paréntesis, por el nimero de
instancias que lo forman. La segunda columna contiene el valor promedio de la
solucién éptima (Opt.). La tercera y cuarta columna muestran, respectivamente,
el promedio de tiempo de ejecucién de los dos métodos exactos (Tiempo SB y
Tiempo BM). La quinta y sexta columna contienen el promedio del valor de
la funcién objetivo (RVNS) y su tiempo de ejecucién en segundos (Tiempo).
Finalmente, la séptima columna reporta el nimero de 6ptimos encontrados en
cada conjunto de instancias.

Instancias Optimo Tiempo SB Tiempo BM RVNS Tiempo #Opt

MM-I (24) 49.63 48.46 7.87 49.63 0.13 24
MM-II (20) 107.8 147.92 53.98 107.75 1.43 19
MM-HD (39) 72.49 13.74 13.67 7221 0.46 33
DIMACS (21) 69.80 634.97 609.37  69.76 1.07 20

Tabla 1. Resultados obtenidos en los diferentes conjuntos de instancias.

En el conjunto mas sencillo, MM-I, nuestro procedimiento obtiene todos los
6ptimos (24) en 0.13 segundos, frente a los 7.87 y 48.46 segundos que necesi-
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tan BM y SB, respectivamente. En el segundo conjunto, MM-II, el algoritmo
propuesto obtiene todos los éptimos menos uno (19 de 20) en 1.43 segundos,
mientras que BM y SB necesitan 147.92 y 53.98 segundos. Ademds, en la ins-
tancia donde RVNS no encuentra el 6ptimo, se queda a una sola unidad. En el
conjunto MM-HD el método RVNS no encuentra el éptimo en tan solo 6 ins-
tancias, queddndose como mucho a 2 unidades, y utilizando 0.46 segundos en
promedio. En este caso, tanto SB como BM necesitan aproximadamente 13 se-
gundos para finalizar. Finalmente, en el conjunto DIMACS se obtienen todos
los 6ptimos salvo uno, en los que RVNS se queda a una unidad del éptimo. El
tiempo promedio es de 1.07 segundos, frente a los 600 segundos que necesitan
tanto SB como BM para encontrar el valor 6ptimo.

6. Conclusiones

En este trabajo se propone el uso del método Reduced Variable Neighbor-
hood Search (RVNS) para la solucién del problema del Verter Separator (VS).
Se presenta un procedimiento constructivo muy efectivo que permite encontrar
regiones muy prometedoras en el espacio de buisqueda. Con el objetivo de diversi-
ficar la bisqueda, el RVNS comienza con diferentes soluciones iniciales. Ademas,
también se propone un procedimiento shake que consigue un compromiso entre
intensificacion y diversificacién. Se proporciona una extensiva comparacién ex-
perimental con los mejores métodos anteriores en el estado del arte sobre un
conjunto de 104 instancias. Los resultados experimentales muestran que el al-
goritmo propuesto encuentra la solucién 6ptima en la mayoria de los casos con
tiempos de ejecucion realmente cortos.
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